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@ On note CMBZ(R,K), I'espace vectoriel des applications
bornées définies et continues par morceaux sur R a valeurs
dans K et dont I'intégrale sur R est absolument convergente.

@ Soit T un réel strictement positif. On note CM T (R, K), les
éléments de CM (R, K) T-périodiques.

Dans cette partie, sur le produit de convolution et les
approximations de |'unité, nous allons travailler conjointement dans
les deux espaces CMBZ(R,K) et CM T (R, K), les techniques
d’'analyse et de calcul étant similaires.
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Produit de convolution

Proposition et Définition 1

On considére deux applications f et g éléments de CMBZ(R, K).
Alors pour tout réel x, I'intégrale

+oo
/ f(t)g(x — t)dt

—0o0
est absolument convergente. On peut alors définir I'application
notée f x g par

(Fxg):R—K

+oo
X — / g(x — t)dt.

On a, de plus, fxg=g=xf.
L'application f x g est appelée produit de convolution de f par g.

EL BAKKALI Taha



Produit de convolution

Proposition et Définition 2

Soient T un réel strictement positif et f et g éléments de
CMT(R,K). On définit I'application f x g par

(Fxg):R—K

X b—)/ f(t)g(x — t)dt

T
2

Alors,
© f x g est une application T-périodique.
Q fxg=gx*f.
L'application f * g est appelée produit de convolution de f par g.
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Approximation de 'unité

Définition 3
On appelle approximation de I'unité, une suite (f,),.y d'éléments
de CMBZ(R,K) vérifiant,

)
IM € R*,Vn € N, / (1) dt < M
) .
VneN, / £(t)dt =1
)

Va >0, lim |fa(t)| dt = 0.

n—+00 [t|>a
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Approximation de I'unité T périodique

Définition 4
Soit T un réel strictement positif. On appelle approximation de
I'unité T-périodique, une suite (f,),cy d'éléments de CMT (R, K)

vérifiant,
(1)
M € RT,Vn € N, /T (t)|dt <M
7
Q i1
Vn e N, . fo(t)dt =1

-z

(3 )

T _ —a +3
Vaelo, - |, lim_ /; |fn(t)|dt+/a I£,(8)] dt | = 0.
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Produit de convolution et approximation de I'unité

Proposition 5
Soient (f,),cy une approximation de I'unité (respectivement
approximation de |'unité T-périodique) et f un élément de
CMBI(R,K) (resp. CM(R,K) ).
@ Si x est un point de continuité de 7, alors |a suite
((fa * ) (x)),en est convergente et
lim (fp*f)(x) = f(x)

n——+00

@ Si f est uniformément continue sur un intervalle /, la
suite (f, * f), oy converge uniformément vers f sur /.
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CMQW(R, C), CQW(R, C) et DQW(R, C)
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Application sesquilinéaire

Définition 6

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une application

p: E x E — K est sesquilinéaire si, pour tous x,y,z dans E et
tout @ dans K, on a

o(x +y,2z) = p(x,2) + ¢(y, 2)
o(x,y +2) = p(x,y) + 0(x, 2)
p(ax,y) = ap(x,y)
p(x, ay) = ap(x,y).
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Espaces préhilbertiens

Définition 7
Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E,
toute application sesquilinéaire

(L) EXxE—=C
étant,
@ 3 symétrie hermitienne i.e. V(x,y) € E2, (y,x) = (x,y).

@ positive i.e. Vx € E,  (x,x) > 0.
@ définieie. Vx e E, (x,x)=0 = x=0.

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé
espace préhilbertien.
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Espace préhilbertien

Proposition 8

Soit E un espace préhilbertien. L'application définie sur E a
valeurs dans R par

x — 1/ (x, x)

est une norme appelée norme éuclidienne. On note \/(x, x) = ||x||.

Exercice 9: Pour tous f, g € CMy,;(R,C), on pose

(flo) =5 || F(Oa(0)

@ Montrer que (Cor(R,C),(.].)) est un espace préhilbertien.
@ Montrer que (CM2-(R,C),(.].)) n'est pas un espace
préhilbertien.
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Semi norme de la convergence en moyenne quadratique

Définition 10
On appelle semi-norme de la convergence en moyenne quadratique
d'une fonction f de CM2.(R, C), le nombre réel positif :

Ifll2 = /(F [ ).

Proposition 11

Une fonction f € CMo,(R, C) vérifie ||f|l2 = 0 si, et seulement si,
elle est nulle sauf peut-étre en un nombre fini de points sur tout
segment.
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L'espace Dy,(R, C)

Définition 12
On dit que f € CMy (R, C) vérifie la condition de Dirichlet en
tcRsiona:

(1) =5 (F (£ + £ (7).

L'ensemble des fonctions 27-périodiques continues par morceaux
vérifiant la condition de Dirichlet en tout point est une sev de
CMz:(R,C). On la notera Dy,(R, C).

Proposition 13
(D2z(R,C),(|)) est un espace préhilbertien.

Résumé : ||.||2 est une semi norme sur CMy, (R, C) et norme sur
Con(R, C) et Dy (R, C).
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Série et coefficients de Fourier
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@ Pour tout k € Z, on note g, I'élément de CM (R, C) défini
par : '
Vx €R, ex(x) = ™

@ On note P = Vect ((ex)kez) le sous-espace vectoriel de
CMz:(R,C) des polynomes trigonométriques.
© Pour tout n > 0, on note P, = Vect ((ex)—n<k<n) -

© Pour tout élément f € CM2-(R, C), on appelle le n-eme
coefficient de Fourier de f :
1 27

Vn€Z, cn(f)=(enf) = A f(t)e ™ dt.

© On appelle la somme partielle d'ordre n de la série de Fourier
de f :

n

Sn(f) = Z Ck(f)ek

k=—n
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La série de Fourier de f est co(f) + Y5 ca(F)e™ + c_p(f)e™™

On appelle les coefficients de Fourier trigonométriques d’ordre n
les fonctions a,(f) et b,(f) définies pour tout n > 0 par :

an(F) = 1/027r F() cos(nt) dt,  bn(f) = 1/27r £(£)sin(nt) dt.

T 7 Jo

Proposition 14
Pour tout n € N

i S (e il

an(f) = c—n(f) + cn(f), bn(f) = i(cn(f) — c—n(f)).

La série 247 15> 1 (an(F) cos(nx) + ba(f) sin(nx)) est la
série de Fourier trigonométrique de la fonction f.
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Projection orthogonal sur P,

Proposition 14
@ La famille (ex), 7 est orthonormée dans (D2 (R, K), ||.||2).

@ © Pour tout entier naturel n, on a D =P, & P;-.
@ La projection orthogonale p, sur P, vérifie:

VfeD, pa(f)=S,(f)

@ Vf€D,VneN, |f —Sy(f)ll, = infgep, |If — gll2.
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Inégalité de Bessel

Porposition 15 (Inégalité de Bessel)

Pour tout élément f de D, les séries 3_ - lcn(F)]? et
don>1 |c_n(f)|? sont convergentes avec

|co(f |+Z(Cn |+|C()|)§217T/027r]f(t)|2dt

Si f € CMa-(R,C), I'inégalité de Bessel reste vraie.

Exercice 16: Montrer (sans utiliser un résultat de densité) que
si f € CM([a, b],C), alors lim,_ 100 fab f(t)et = 0.
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Convergence en moyenne quadratique
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Convergence en moyenne quadratique

Porposition 17 (Théoréeme de Weirstrass trigonométrique)

Pour toute fonction f € Cox(R, C), il existe une suite de
polynomes trigonométriques qui converge uniformément vers f.

Porposition 18
Soit f € CM2.(R,C). |l existe (f,)n>0 une suite de Co-(R, C) tq
limp— 400 ||[F — fall, = 0.

Théoreme 19
Pour tout f € Do (R, C), limp—yi00 ||f — Sa(f)|l, =0

On remarque que pour tout f € CMj(R,C) le résultat du
théoreme 19 est vrai.
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